O całkach rozwiązań równań różniczkowych, z sobą sprzężonych, 
rzędu 2-go, posiadających trzy punkty osobliwe. 
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Wniesiono na posiedzeniu dnia 2 lutego 1899; ref. czł. Witkowski. 


e 


W pracy: „O całkach rozwiązań równań różniczkowych ete.“ 
ogłoszonych w tomie XXV rozpraw Wydz. mat.- przyr. Akad. Umiej. 
w Krakowie (1896), określiłem przy pomocy rozwiązań równań róż- 
niczkowych z sobą sprzężonych pewne funkcye przestępne, posiadające 
niektóre spólne własności z całkami hypereliptycznemi gatunku 3-go 
i dlatego nazwałem je także całkami gatunku 3-go rozwiązań równań 
różniczkowych. 

Celem tej pracy jest z jednej strony te własności analogiczne 
bliżej rozwinąć; do tego celu okazało się potrzebnem wprowadzić 
całki, posiadające spólne własności z ceałkami hypereliptycznemi ga- 
tunku 1-go i 2-go, które analogicznie nazwałem całkami gatunku 1-go 
i gatunku 2-go. Z drugiej strony szło tu o zastosowanie tych funkcyi 
w celu otrzymania związków dwuliniowych, które w inny sposób 
otrzymał L. Fuchs w pracy: „Uber Relationen ete.* (Crelle J. t. 76). 

Dla prostoty ograniczyłem się obecnie do równań różniczkowych, 
posiadających tylko 3 punkty osobliwe. Rezultaty jednak otrzymane 
i metody tu używane stosują się z małemi zmianami do równań róż- 
niczkowych, posiadających dowolną liczbę punktów osobliwych. 
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EE 


Jako podstawę rozumowania weźmiemy równania różniczkowe 
rzędu 2-go z sobą sprzężone, posiadające tylko trzy punkty osobliwe, 
wszystkie w skończonej odległości, t. j. równania kształtu 1) 

Ay" + 4y + Ay =0, (1) 
gdzie 

A = f, (z) == (z FE e) (z SE - e,)” (z NE e.)” = 

= (Po + p2 + paź + 2) =a,+a,ż... + ae +2, 


ŚR, 
A, = = 4,, (2) 


d,= LU" (e, wk e) (e, R e,) (z TN e,) (z rA e,) "= U l,”'(e, ET e,) (e, za e,) (z = e.) (z s e,) q- 
+ L” (e,—e,) (e,—e,) (z—e,) (2—e,) + 3.2 zf; (z) + a, f, (2). 


Jeżeli oznaczymy dla krótkości: 


A, = ©, + 0,2 + 0,2” + 0,2” +- er, 
to 
c,za'$2, 0©,mXA20,,.:41: (3) 


Liczby 2, l: są tu wykładnikami, należącymi do punktu osobli- 
wego e, i są, jak wiadomo, związane z sobą równościami: 


U+14'=—1 , (i = 1,2, 3). (4) 


Co się tyczy punktu w nieskończoności, to jest on dla całek 
Yı, Ya, czyniących zadość równaniu (1), punktem pozornie osobliwym 
i mianowicie należą do niego wykładniki: 


U=2, UV a 3. 
Z uwagi na równości (3) możemy funkcyi 4, nadać kształt 
inny, mianowicie: 


KZ 
Ausa dz? +A, (6) 


1) Por. wszędzie wyżej wspomnianą pracę „O całkach etc.“ rozdział III. 
Rozpr. Wydz. mat.-przyr. T. XXXVII. 8 
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gdzie h, jest funkcyą stopnia drugiego: 
h, = b, + b,z + bz, 


której spółezynniki: 


Niech dalej F; przedstawia nam trzecią biegunową funkcyi 4., 
zaś F, pierwszą biegunową funkcyi h,: 


a 


F; = a tF (HO +5 (e + Bat +0)+ zyl + 900 + 927 +09) + 
+y die +30 +0)+ zs0(6+0+=Ć, 
K=lL+HC+OU+L2t, 


i niech y, (2), v,(Ż) przedstawiają jakiekolwiek dwa rozwiązania rów- 
nania (1); wówczas całka 


(8) gi ij, Z 3:4: 6-0] a z 


jest całką, którą nazwałem całką gatunku trzeciego. 

Całkę tę możemy jeszcze inaczej przedstawić. Mianowicie, jeżeli 
A,, M,v przedstawiają funkcye otrzymane z funkcyi 4,, M, y wskutek 
zastąpienia w tych ostatnich z przez £, to, ponieważ !): 


(9) Fi + i(t Fi=4,+ | 4,((—2) + 44,((—27— MK) 
= A, +3 N,(2—0) + sA. (5—07— FM (2—7);, 


gdzie 
a”, 2 2 DYMU 
M=—3(7 +b) -Ga +b)e= ae — 25 = 
(10) = 4 (8, — c.) + (2a, — 0,)3 — a, 7 — 23 = 
AWAJ, | „add 
"AA. R IŁ * f 


1) Por. wyżej cytowaną prace. 
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mieć będziemy: 


EE zj 6-0 ndg + 3 fÈMyvdedg | (U) 


R 
A, Ug -+ Ye (4—2) 
n « EPROM Z Md, » 
h = yz WWR, MD 


Tak w (11°), jak w (11°) możemy wskutek tego, że M (wzgl. M) 
jest funkcyą samego z (wzgl. Ż) uważać za iloczyn całek: 


4 p ae 2 
ji Myv, dad |My de. (od ia 


3 ji My,u,dzdź = (ai dz. + Mode. 


Uzyskaliśmy tym sposobem zupełną zgodność z rozkładem całki 
eliptycznej gatunku trzeciego: 


ovrog 0 | (-2) VF) 


‘i F(z, ¢) dzdť dź A dz 
i 


WO A E ; 
J6-0V76 JV@ VF fQ 
gdzie 


f=a +a,z+...-+a,ż* 
M=14,+10,2-+-a,ź', 


N ; y M dz . 
zaś A nazywa się całką gatunku pierwszego, | — całką gatun- 
VI VIO 
ku drugiego, z których pierwsza jest wszędzie skończona, dřuga po- 
siada tylko jeden punkt z = œ, w którym staje się algebraicznie nie- 
skończenie wielką. 
Tą analogią powodowani możemy także w naszym przypadku 
nazwać całki 


ĘZZ 1-13 (13) 


całkami gatunku pierwszego, zaś całki 
8# 
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(14) p | Wyk Fep 


całkami gatunku drugiego. 

Wprowadzenie tych nazw jest tem więcej uzasadnione, iż, jeżeli 
tylko założymy, aby wykładniki 7, 7, były od siebie róż- 
ne i co do bezwględnej wartości mniejsze od jedności, 
całki 


(15) WY = jv 6? 
będą wszędzie skończone, zaś całki 
(16) Zp(es) = 4| My dz 


będą posiadały jeden punkt z = œ, w którym stawać się będą alge- 
braicznie nieskończenie wielkiemi. 
Jakoż, przy powyższem założeniu co do liczb /,, t. j. 


(17) „PORA E; O<yq ZY 


i 


pierwsza część twierdzenia jest jasna. 


Co się tyczy drugiej części twierdzenia, tj. rozwinięcia 4 | My dz 


| ; 
w okolicy punktu z = œ, podstawmy Z= 7i otrzymamy z równa- 


nia (1) równanie: 


r 4,(7) 7 a EA E)5 Y +4,(7)9=0, 


któremu czyni zadość w okolicy t =0 całka kształtu: 


y = (m + m,t + m,” + ..-) - 


Podstawiając to wyrażenie w powyższe równanie, otrzymamy 
dla spółczynników m,, m,,... wzory rekursyjne: 


(18) m, (c, — 2a,) + m, a, + 2m, =0,.... 
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Wiedząc to, rozwińmy Mydz na szereg w okolicy z = œ czyli 
t=0; otrzymamy 


my” = a a iea u 2 PORE IG= 


2m, 


dir ia 


2m, + m,a 


p dt+- rw NACH MOG) + Aa hate oj | 


Lecz spółezynnik przy = jest według (18) identycznie równy 


zeru; jest więc w okolicy z =» czyli t=0 


dt >o 2m, + ma, 
(uyd =- |u” -7 e e (0), 
co było do okazania. 
§. 2. 


Zamiast całki Ż$*(oo) posiadającej jako punkt nieskończonościowy 
punkt w nieskończoności możemy wprowadzić do rozważania całkę 
posiadającą punkt nieskończonościowy w dowolnym punkcie ż na pła- 
szezyźnie z. Całkę tę oznaczymy odpowiednio przez 


Zy (t). 


4 Otrzymujemy ją, różniczkując Qua względem dw, = v,dź dla (=t: 


$ 
i 


ZO = | IT + 16 — Fda. (19) 


Ażeby zbadać zachowanie się tej funkcyi w oddzielnych pun- 
ktach płaszczyzny n. p. w punkcie a, możemy sobie wyobrazić, że 
tak y jak i a znajdują się w okolicy tego punktu, t.j. innemi słowy: 
dzielimy tor całkowania na bardzo małe cząstki i bierzemy na uwagę 
element toru znajdujący się w okolicy punktu a. 

Rozróżnić nam należy następujące przypadki: 

1) Jeżeli punkt a jest różny od punktu ć, to widoczna, że całka 
Z(t) [przy założeniach (17)] będzie skończona. 
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2) Jeżeli æ, y znajdą się w okolicy punktu a = tze,, to, rozwi- 
jając tak y,(z) jak i Fi + z (2 — ty Fi na szeregi, otrzymamy: 


(—2) 


y: (2) = y (0 +7 — yć (0) + T iÀ.. 


Fi + 4 (2—1) F, = 4, (t) + "m sp 2 A, (= e M ; 


skąd 


y [Fi + +(e =t) FB] =[4, yk G—0[: Ay + Ayl + 


T TE sh [4. yi” + A, Yi + AsYil + 


t 8 kdi A, r '—3 My; Es 
3 > (z— t? i : 
Z uwagi na to, że spółczynnik: przy =e przedstawia lewą 


stronę równania (1), a więc jest identycznie równy zeru, mieć będziemy: 


Zr = -+ |4 u], PZ GU 


O paataan] [prat eg, 


gdzie 43 oznacza szereg, zawierający całkowite dodatne potęgi r—t, y — t- 
3) Jeżeli a = t = e,, to, nazywając Y,, Y, całki należące do wy- 
kładników %4’, 2,/”, mieć będziemy: 
y =aY, 4+bY,, 


gdzie Y,, Y, są kształtu: 
Y = (z—e,)' (m, + m, (z—e,) +...), 4=— je D<U;LY, - 


Funkcya Fi + 4(z—e) Fi redukuje się do: 
Fi + 4 (ee) Fi = 4 (z—e,) [4, (e) — M (e)(z—e,) | - 
Podstawmy tu 


Y Y—1 
z—4=u', dę=yu' dui 
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otrzymamy 
i d. SIPE ih 
Y |F; + (z—e,) Fi] PE, = 3 u [m, A, (e) + m, A, (e) — 
— m, M (ej) u” + „«: i S 
skąd 
por) dz , pm., k A 
| EIEI — AAA (ze) RA | l hee) — (y—e) |+ 
m, 4, — m, M (21) 


rAr aN oe g |+.-.] 


4) Jeżeli nakoniec a = £ = œ, to ponieważ 
Fi T ; (2—48* F z A, st; 4 4; (z—t) af $ A, (z—t) T 3 M (z—t), 


mamy 


E „[fa+i (2—t) F; Rf 
lim [iae AR =A M, 


tak iż nasza całka (19) przechodzi w całkę (16), którąśmy się po- 
przednio zajmowali i która dla z = œ staje się nieskończenie wielką 
w stopniu drugim, podobnie jak Z” (t) dla « = t. 

Możemy więc wypowiedzieć następujące twierdzenie: 

Całka gatunku drugiego Z” (t) jest wszędzie skoń- 
czona z wyjątkiem, gdy jeden, albo oba krańce 2, | 
schodzą się z punktem t I w takim razie. a) jeżeli | 
tzże (skończone albo nieskończenie wielkie) całka po- 
wyższa staje się nieskończenie wielką w stopniu dru- 
gim; b) jeżeli zaś t=e, to całka Z” staje się nieskoń- 
czenie wielką, tak jak rozwiązanie odpowiednie y, rów- jJ 
nania różniczkowego (1). 


8. 3. 


= 


Zastanówmy się obecnie nadtem, jakim zmianom ulegają O 
całki gatunku 1-go i 2-go przy dowolnych obiegach jednego z krań 
ców n. p. z. 

Ponieważ całki gatunku pierwszego są wszędzie skończone, więc 
posiadają jako punkty osobliwe na płaszczyźnie zmiennej tylko punkty 
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punkty rozgałęzienia e. I mianowicie z uwagi na to, że rozwiązania 
Ya Yz przy obiegu zmiennej z około punktu e, ulegają podstawieniom: 


Y = Gy, + BY: 08% € 
4.(9) i Y: = NY + Sry» R 
«,0, — By = 1 ; 


(22) 


otrzymamy przy tymże obiegu podstawienia dla w,, w,: 


w, SE a, w, + Bi w + p; 


(23) ŚW) | wj = YW, + DW, + gi- 


Stałe p,, 9, nazwiemy stałemi (modułami) peryodyczności, albo 
wprost peryodami eczęściowymi eałek gatunku pierwszego. Na- 
tomiast peryody całek w, (zupełne) określimy w podobny sposób, jak 
się to dzieje w teoryi funkcyi algebraicznych. A więc wyobrazimy 
sobie powierzchnię Riemann'a zbudowaną dla funkceyi y,, y., t. j. po- 
wierzchnię, na której owe funkcye są jednowartościowe. Powierzchnia 
ta będzie, w ogóle mówiąc, nieskończenie wieloliściowa i będzie posia- 
dała w punktach e, v-krotne punkty rozgałęzienia (jeżeli jak porzednio 
m Be 
IP a SE ). 

Owoż, przez peryody całek w, będziemy rozumieli 'wartość tych 
całek, wziętych po torach zamkniętych na odpowiedniej powierzchni _/ 
Riemann'a, nie dających się ściągnąć do jednego punktu. y 

Między peryodami częściowymi p;i g; (i = 1,2, 3) istnieją związ- 
ki liniowe, które otrzymamy, całkując y dz po krzywej K (n.p. kole) 
otaczającej wszystkie punkty osobliwe. Jest to tor zamknięty na po- 
wierzchni Riemann'a, ale pozwalający się sciągnąć do jednego punktu. 

Otrzymamy: 


(24) JESTE A IE PRETTY, 
qi + TP. + 3.9 — Ys Po + «4,9, = 0, 


Zauważmy jeszcze, że jeżeli dolne krańce w, (t. j. y) obierzemy 
w punkcie n. p. e,. to p, = g, = 0 i wzory (24) redukują się do: 


(24') P: + æ, p +B. qz = 0 
q HYP + 3,9: 0. 


Obok toru K zamkniętego na powierzchni Riemanna i dającego 
się ściągnąć do jednego punktu istnieją wprawdzie jeszcze trzy inne, 
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posiadające tężsamę własność, mianowicie wiązadła wychodzące z pun- 
ktu y i okrążające v, razy punkty rozgałęzienia e,, — można jednak 
okazać, że całkowanie po takich torach doprowadza do identyczności. 

Jakoż, niech Y,, Y, przedstawiają całki należące do punktu e, 
t. j. całki, które przy obiegu z około e, ulegają podstawieniom: 


R "=" E 
S,) kę zi: u) 
à x ; 
Y; = Y, p EL 


Wówczas rozwiązania nasze y,, y, (raz stale obrane) wyrażają 
się przez: 


y zaY, +bY, 


A KRAT RZEK, 


gdzie dla równań z sobą sprzężonych 
ad—bc=l1. 
Stąd wynika, że przy obiegu około e, rozwiązania y,, y. ulegają 
podstawieniom: 
A = HByD/B;*, 
A 


i ( d IAE z daj . czad! o 3 
, =(ade — obce Y, — aD- (e —e 3 
4,(5) y y yY 


y, =cd (e 


27ml" SHIL" zrit'' 


27i l' 
'—e ')y,—(bce '—ade ')y, 


Ogólnie więc po r obiegach otrzymamy 


à regi l' raeril'' rei g ram igt’ 
3 y, =(ade '—bce Jy — abile '—e *')y, 
A; (y) 
reniu' rz27Tci v’ rri! r27t e 
y; od (e '—e 'jy,—(boe "<—ade *)y.. 
Jeżeli zatem v, — razy powtórzymy podstawienie 4, (w), otrzy- 
mamy równości: 
r_y—1 reni rzqyt tr” r_y—1 rz7i l! ragil’! i 
pia (a d en '—bce ')—qlab(e *'—e ')=0 
r=zo i rzo 
r=zy—1 rani" reni " t =v—1 rei! roil 
piźed(e t= e ')-qgqZfbce '—ade ')=0, 
r=zo TEO 
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czyli 
rzYy<1 rekiuv r=v—1 će7git'' 
a(dp, —bq) £e '—b(cp,—ag)że '=0 
ro To 
r=v=1 rz7il r=y—1 reni oe 
c (dp —bą) Łe '—b(cp,—aq)ie '=0 
r=o r="o 
z7zil' Ri u. 4 2ni"? 2. A . E 
Lecz tak e “= ev; \' jak też e ' = e7" “eg pierwiastka- 


mi stopnia v;- go z jedności, skąd wynika, że 


r=v—1 ril rZY-—t 
e *=0 Że *'=f0). 
Istotnie więc całkowania powyżej wspomnianych wiązadłach pro- 
wadzą do identyczności. 


8. 4. 


Uwagi, ktoreśmy w poprzednim ustępie wypowiedzieli nad cał- 
kami gatunku pierwszego, stosują się wprost także do całek gatunku 
drugiego. Istotnie, punkty rozgałęzienia e, pozostają dla całek Z; (t) też- 
same, a obok nich zjawia się tylko punkt nieskończonościowy  t. 
w którym jednakowoż całki Z, stają się nieskończenie wielkiemi tak, 
jak funkcye wymierne; obieg zatem krańca np. z około takiego pun- 
ktu nie zmienia wartości całek. 

Jeżeli więc przez P,, Q, będziemy rozumieli peryody czę- 
ściowe całek Z, to przy obiegach zmniennej z ulegają podstawieniu: 


dowod ok b 
(20) AŻ) | ue E y A 
i między tymi peryodami istnieją związki liniowe: 


P -+ a, P +8, Q. + 0,P, —8,Q,=0 


PO Q +y P+ Q.—q.7, + 1,0,=0 


albo, jeżeli dolny kraniec y przyjmiemy w punkcie e;: 


| REG 02) 
, P, ++ aP, +5,Q.=0 
> Q +4.P,+8,9,=0 


www.rcin.org.pl 


) 


O CAŁKACH ROZWIĄZAŃ RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH. 123 


O tych peryodach częściowych P, i (), okażemy, że są one nie- 
zależne od wartości t. 
Mianowicie z uwagi, że 
Fitio- Fi =4,— | A (e—0) + 1 A,(a—t' + | M(z-t), 
wynika 
y dz 
(2— 1) 


gdzie M jest funkcyą samego z. 
Jeżeli więc przez ¿ť oznaczymy inny punkt nieskończonościowy, 
to mieć będziemy 


[F; + ! (2-1) F,]|=— A. yy: ( WoW, „Jary dz, 


20 - hy R op 


4 A, py; izt +y (z—t') 
Z0-2,(0)= -F [E ) yty lz | 


(2-4) (z—t')* - (27) 


Lora (t—t) yı (2z—t— t) + y (z—t) et). 
2 (z—t) (z—t) 


Mamy więc twierdzenie: 

Różnica dwu ceałek gatunku drugiego Z( i Z,(t). 
posiadających różne punkty nieskończonościowe żtit' 
wyraża się liniowo i jednorodnie przez funkcyą y; 
i jej pochodną y,. 

Z tego twierdzenia wynika bezpośrednio jako smiosak, twierdzenie: 

Nietylko parametry a, B, y, 8, co jest oczywiste, 
ale także peryody częściowe P,, Q, niezależą od para- 
metru ż. 


8.5. 
W ustępie 1-ym mieliśmy rozkład funkcyi Q,: (115), (11'). Roz- 


kład ten możemy obecnie, korzystając z powyższego twierdzenia, za- 
stąpić przez inny. 
Jakoż z uwagi że według (8) i (19) jest: 


£ 
0, = | POK, 
albo 


Q = — | Zf1(ajy,dz, 
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mamy: 


G=|([70-276]u%+ Poj wą 
U 


albo 
0, = — | [26 (8 — ZE (0]ydz — Zn hyde, 
to jest 


£ r 
(28°) Qi = | (funkeya wym. y, Yi, 2...) d + E (z) wę" 
n 


(28*) Qr; = | (funkeya wym. Us by, 6...) dz — ZĘ" (t) w?” 


8. 6.. 


Aby zbadać zachowanie się funkcyi Q,„ w oddzielnych punktach, 
postąpimy podobnie, jak w ustępie 2-gim. Przyjmiemy więc, że krańce 
x, y znajdują się w okolicy n. p. punktu a, zaś č, 4 w okolicy pun- 
ktu b. Rozróżnimy tu następujące przypadki: 

1) Jeżeli a Æ b, to Q,„ wyraża się przez szereg potęgowy argu- 
mentów © — a, y— a £—B, qn — b. 

2) Niech a=b2 e. W tym przypadku weźmy na uwagę funkcyą. 


P (2,0) = [Fi + 3 (2—0 Fi] yiv — A, uu — [AV u + ZA, viv,] (2—0). 
Z równości (9) wynika dalej, że 


p 
PD = PA, + e0 (A + -yo +IA, + EO A yi — 


zań [A> u U; + ż AJ üzür], 
8% .. , 
gy = 4: + 0—2) (4 + .-.)]yrv. H [4 + (6—2) (54 P.--)JY% — 
— (A uu + A, u uy + iA/ uu +(—z)[A,v; v, + ...]; 


SP =1A.+6-00A,/ +.]yu +28A/+-00,+.-5]y'ut 


+ [A + (z—0)(—3M+...)]y,w , 


Dz” 
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9:9 + , , 1 r 

r 7 [A, + 6V (GA. + Ny w + Ar + (2—0)(A, + ...)] Yy + 

+ [5 A, + (¢—z) (d, + „.JJy! Ug s ii l: R" A, + (z —©) AŻ + sal Yi Yy T 
iit [A, uj” Uk + A, u Up + $ A, u Uk + $ A; U uz + 5 AJ" U; u] , 


U 


gp ' " 1 , r 
Z T [4, + ((—2) G A Hyo + 2 Ar + (0(—2)(4, + ...] Y H 


+ [4, + (2—0)(—3M + ...)]ysu. + A, (V vu — vu) + A (o U — wu.) H 
+ (C—z) (A, u” w + ...), 


gP m 3 A tt " 

Je = (Åy +4 Ary” + 3Ay —3 My) ute) (..-) 
rew 

Mamy więc dla z =$ 


[P (z, Ole-q = 0, 


faln. at 


5>] =ý Ts (A, a + A; u + A, v;) U == 0 , 
2: p ; ; 
Era „zał (Au + Aru + Auu 0, 
256 
3 P 
[57 | x = (A, uw HAr w + A, u) u + A, (u U — Vw) + 


+ A, (yu — uw) = 0, 


[55] ię (A, GE + 3 A, ur + 3 A, u zz J M v;) Uk = 

s= © 

= © [(2 A, A, + = "= A, AZ) u -= L(A; A, -i A, A, rs + A, l v] 
ik d: 


Ponieważ równania powyższe zachodzą bez względu na wartość 
a, dla której z = ( = a, zatem funkcya © (z, ©) jest podzielna przez 
(z — Q), t. j: © e Q=- P, (a, ©; 

P, (z,() można rozwinąć w okolicy punktu a na szereg potęgowy 
argumentów z—a, Ų— a. 

Mamy więc 


[Fi +4 (z—0)” Fi] YU = A, U; UŁ + [A, u Yu FT Åz’ v; v] wag za 
+ P. (z, () (2—0)'. (29°) 
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Przemieniająe w tej równości z sobą z i č, a następnie wskaź- 
niki ż z k, otrzymamy wzór: 


[44 + 3 (20) F,]y:v, = AYY + 
(2%) 


+ (4,ysyć +4 4, yy) (,=2) + 
+ P, (z, ©) ((—2). 


dz. d” 
Mnożąc równość (29*) przez = i całkując, otrzymamy: 


(30) M ć 5 i +1 e | 
= >» A. e Ee u: b b As un Z+ (f P, (a, ©) dz.d”. . 


Zanim wykonamy całkowanie względem Z, rozróżnić nam po- 
trzeba kilka przypadków : 
1) i= k. 


0) Fi) dz d% = 


Wówczas ułamek stojący po prawej stronie możemy tak napisać 


$ A, u v + (z—0)[AGvu u, +4 AF u; v,] Ka 

i Dt] 

_ À, v; + (z— t) [2 A, uu + A, UD zB RE. A,v, 
2(z—0) 


Jest więc dla «= k 


AET ' Pota Aa u; * 
en gir - 16-075] = — 2% +() PD dad 
W tym więc przypadku funkcya Q, nie ma punktu 
logarytmicznego. 
2) Inaczej się rzecz przedstawia, jeżeli + 2 k 


Jak wiadomo jest dla równań z sobą sprzężonych przy č 


YYW <= hy X) Sow 


R? [c = stała] 


Owóż, umówmy się tak dobrać (unormować) całki y, aby 


; ; 1 
Y1Y2 = U STA 


www.rcin.org.pl 


O CAŁKACH ROZWIĄZAŃ RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH. 127 


Takie unormowanie jest widocznie zawsze możliwe. Wówczas 
mamy, dodając i odejmując w liczniku (30): z Ag (vr u = vy w) = + ; 


1 A> u u + (2 — 0) [A> v u + 3A 4 0,] ea 
(z — 0)? 
A> vi a + (2 — O) [Aa v; Wa + Ax uiv] + A 9 rak 


— Z — zaj 


Eb: = = 
9 Agu z , „9 log (2—0) 
TEE ION 


` 


zaś 
Asy + e—OlA w u Hi Auu] _, OAsuw 2 log 0—0 
BTW ReDD %7 
Jest więc 
| Agus u 
Y: U; 3 1 | Ży2 74 rę gaa 1 9 Y1 Ua 
| Eae- Rdg =i + (gop 


+ GF teg 6—04 (| PO 60 dg 


dla tzk=12. 
Wychodząc ze wzorów (29*) znajdziemy w podobny sposób: 


jeż a Dr G [Fi + 4 (—0? Fi] de d = — 4 + j B, (z, ()dzdł, (38) 
n teo Raq = — ŻE CA boge-0+ 
+|| ROG Oded. (34) 


Stąd w kształcie więcej symetrycznym: 


Ez ; (2—2)2] dz d% = — e (| Paed (35) 


, Aoyry, + Aa U; UR 
BRA 


Y A 
PEOD log e0 ji Pde č, (36) 


fg z LF: + | (2—0*] de dg = 
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Wprowadzając na koniec krańce æ, y; č, 1) możemy wypowie- 
dzieć następujące twierdzenie: 
W okolicy dowolnego punktu 
żna funkcye Qu w następujący sposób: 


aZe przedstawić m o- 


Qu = Szereg potęg całkowitych arg. @—%, Y—%, 4—9, 


(87) na; 6, y—E, s—, y—n) 
Qa = s o (e— 6) (Y — 1) + Szereg ,POtES całkowi- 


8 @— y= 
tych (x—a, y—a, %—a, naj v—%, -Y—1) - 


Stąd 
© — £)(y—1n) a tów pa: 
Q = Qu — Qu = log EE ICE. -+ Szereg potęgowy (æ—a, ..')—a) 
$. 7. 


fe Przy pomocy wzorów (11*), (11*) albo (27), (28° i (28) -można 
| wyprowadzić związki dwuliniowe, istniejące ') między peryodami całek 
pierwszego i drugiego gatunku. 
= W tym celu należy wziąć dwa tory Z i A zamknięte na po- 
wierzchni Riemann'a, należącej do rozwiązań y4, Ya ($ 8), które nie- 
pozwalają się ściągnąć do jednego punktu ì wykonać całkowanie 
wzdłuż toru Z n. p. względem zmiennej z, zaś wzdłuż toru A wzglę- 
dem zmiennej £. 

Ponieważ na takich torach tak y; jak y’ (wzgl. v,, v,) wracają 
do swych pierwotnych wartości, zatem we wyrażeniach (115), (117) albo 
(28*), (28*) pierwsze wyrazy po prawych stronach stają się równe 
zeru. I mianowicie, jeżeli naprzód wykonamy całkowanie po torze Z, 
a następnie po torze A, to według (28°) 


Qu: = Z wę + 09); 
jeżeli zaś przebiegniemy naprzód tor A, a potem tor Z, to 


QM” = Z wi — C, 
') Por. Fuchs: Über Relationen ete. Crelle's J. t. 76; oraz pracę tegoż autora: 
Über Relat. ete. Sitzungsberichte der kön. preuss. Ak. der Wiss. t. 54. str. 1113. 
*) Argumenty £ i t w całkach Z możemy opuścić, gdyż według $. 4. ich pery- 
ody nie zależą od tych argumentów. F 
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gdzie C jest stałą, którą oznaczymy w dalszym ciągu. 

Rozróżnić nam należy obecnie dwa przypadki. 

1) Jeżeli nietylko tory L i A na powierzchni Riemanna nie 
przecinają się z sobą, ale także ich rzuty (ślady) na ten sam liść 
nie mają z sobą żadnego punktu spólnego, to wtedy: 


y GA SZMAL 
C = 0, ik == A , 


t.j. wartość (), nie zależy od porządku całkowania i dla takich torów 
otrzymujemy związek dwuliniowy: 


Zi wę tiw = 0 


2) Jeżeli jednak owe rzuty torów Zi A przecinają się z sobą, 
to wartość („, może zależeć od porządku całkowania i C może być 
różne od zera. Jak bowiem widzieliśmy, całka Q, i =k w okolicy 
punktu z = ý (t. j. właśnie w okolicy punktu przecięcia się rzutów 
torów Z i A) posiada w swym rozwinięciu wyraz, będący połową 
logarytmu stosunku podwójnego podziału punktów (z, y, č, 1). 

Wyraz taki, zawierający logarytm stosunku podwójnego podziału, 
zależy od tego, w jakim porządku przebiegamy tory (y Œ) i (44); mia- 
nowicie mamy następujące twierdzenie !): 

Jeżeli w i £ przebiegają tory przecinające się, to, jeżeli tor drugi, 
t. j. później przebieżony, przekracza tor pierwszy od strony lewej ku 
prawej, wartość logarytmu stosunku podwójnego podziału (z, y, £, 7) 
jest o Źri większa, niż w przypadku przeciwnym (kiedy tor drugi 
przekracza pierwszy od strony prawej ku lewej). 

Inne wyrazy wspomnianego rozwinięcia całki Q„ zawierają cał- 
kowite potęgi argumentów, a więc nie zależą od porządku eałkowania. 

Jeżeli zatem część toru Z, leżąca na m-tym, liściu krzyżuje się 
z częścią toru A, leżącą na n-tym liściu powierzchni Riemann'a, i je- 
żeli y, posiada na m-tym liściu wartość 


Y= aP y + a; Ya, 
wówczas dla tego punktu skrzyżowania się torów Z i A jest: 


(m) 


Y v = li af? Yı 1 + ag” ap, Yı Va + ag” a$ Ya 11 + ag? a; Yz Va . 


1) Por. Burkhardt: Beiträge zur Theorie der hyp. Sigmafunct., Mathem. Ann, 
t. 32, str. 397. | 


Rozpr. Wydz. mat.-przyr. T. XXXVIL 9 
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Stąd wynika, że wartości początkowe całek 
Qi" i Qa” 


spowodowane zmianą porządku całkowania w tym punkcie krzyżowa- 
nia się torów ZŁ i A wzrosną po obiegu torów Zi A (A, Z) bez 
względu na znak o | 


(a a — a" a) zi 


i że o tę wielkość będą się różniły wartości powyższych całek. 

Dla zupełnego rozwiązania zadania należałoby, podobnie jak się 
to dzieje w teoryi całek Abelowych, wyszukać tak zwane tory kano- 
nieczne. W tym względzie może w wielu przypadkach oddać wielkie 
usługi odtworzenie płaszczyzny Riemanna na płaszczyznę zmiennej 4 
związanej ze zmienną z równaniem : ` 


Ay || (z) | 
Yı (2) | 


Rzecz tę bliżej wyjaśnimy na pzałępojącyj przykładzie. Weźmy 
równanie różniczkowe: 


Azy' + dzy + 4doy=0, 
gdzie 
A = 2? (z — 1)? ; 4, =75 (3 — 30 z + 3802”). 


Równanie to posiada rozwiązania algebraiczne: 
B (5 
n V. 1 V1— Vs z = V3 V1+ Ve 

ta — 3)? zi (1 — 2) ` i 


Rozwiązania y;, ya przy obiegu zmiennej z około punktów oso- 
bliwych e, = 1, e, = 0, eg = œ ulegają podstawieniom: 


17 ROL ~ A "1 EE 2, 
A) Ja c, Yı A,) Yı tY A;) Ju Ya 


Yam" t Yo ą Yz = TY Ya SEE 1 


i są tak dobrane, że 


Ay VY —YY1) > +1. 
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Całkami pierwszego gatunku są 
seba A pa 


zaś całkami gatunku drugiego, mającemi punkt nieskończonościowy 
n. p. w nieskończoności (ż = oo) 


--;)e—Dnte, Z=- rhe nd. 
Do rozwiązań y4;,Ņyə należy ośmioliściowa powierzcha Riemann'a, 


nazwijmy ją Ry. Dla bliższego jej zbadania odwzorujemy ją przy 
_. pomocy funkcyi 


czyli funkcyi 


na powierzchnią Riemanna dwuliściową R,, posiadającą jako 
punkty rozgałęzienia 
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+ A po 
4 


4 
> E. 
A 6 


W JJ, 
AG. 
z 


f- 
4 
8 ha 
Ę 


h 
2 
NYBAPTTTWE RE mani: KD 
d jA R 4 
zaw AR 
TE 


LLO 


KAL) 


r 


ai 
SS D 
ANN 


Fig. 2. 


Punkty te na R, połączmy liniami przejścia np. (— 1, 0), (+0, —t), 
(+ 1,00), poprowadźmy osi urojoną i rzeczywistą i zakreślmy koło 
z punktu 0 o promieniu równym jedności (fig. 1.). Wówczas łatwo 
zauważyć, że dwa pola przyległe przedstawiają odwzorowanie jednej 
z ośmiu płaszczyzn R; obrazy tych płaszczyzn oznaczymy liczbami 
1, 2, 5, 7 (na l-ej pł. R) III, IV, VI, VIII (na 2-iej pł. Z). 
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powierzchni R, będącej odwzorowaniem H,, możemy teraz wnieść 
o budowie powierzchni R, (fig. 2.). Mamy mianowicie na powierzchni 
R, ośm linij przejścia: dwie idące z punktu 0 do punktu Z i łączące 
z sobą jedna liście: 1z2, 2z3, 324, 4z1; druga liście: 5z 8, 8z 7, 
1z6, 625; -- następnie cztery linie przejścia idące z punktu 0 do 
punktu oo i łączące z sobą: jedna liście: 1z6 i 6z1, druga: 2z5 
i5z2, trzecia: 3z8 i 8z3, czwarta: 427 i 724, i nakoniec dwie 
linie przejścia wychodzące z punktu P do nieskończoności i łączące 
z sobą jedna liście: 1z38 i Bz1, druga liście: 224 i 4z2. Zauważmy 
dalej, że torom zamkniętym na powierzchni k, odpowiadają natural- 
nie znowu tory zamknięte na powierzchni R,; w szczególności n. p. 
torom 4,, B, na R,, przebieżonym w kierunku strzałek (fig. 1.), od- 
powiadają tory 44, B, na R, przebieżone w kierunku strzałek (fig. 2.). 
Te dwa tory ostatnie (na R,), a raczej ich rzuty przecinają się z sobą 
w czterech punktach a, b, c, d i mianowicie w punktach aid tor B, 
przekracza tor 4, od strony prawej ku lewej (pl), zaś w punktach 
bi c tor B, przekracza 4, od strony lewej ku prawej (lp). Jeżeli się 
nadto umówimy, aby wartości rozwiązań y rozprzestrzenione na l-ym 
liściu powierzchni R, nazwać wprost y, (2), y, (2) (wzgl. w (©), va (Ć) 
jako f. zm. Z] i aby zmienna z przebiegała tor 4,, zaś zmienna £ tor 
B,, to owe rozwiązania i ich iloczyny mieć będą następujące wartości 
w punktach a, b, c, d: 


KA | Y: v, 
kj 


| Yı Va 


pl | a —iy +tys + u + w ty, U —i y, Va F ŁY V +iy, Y> 
WE EP SWÓJ RZ 

lp b —i Y =y Vi +y, » +Y Vy =y; v 

lp | MIYY | ły V 

pl da |—iy +y,” | — yY, Y = V TY Y 


Z tej tabelki i ze wzorów (37) widoczna, że całki Qu, w żadnym 
z punktów a, B, ó, d hie posiadają w swych rozwinięciach wyrazu 
zawierającego logarytm stosunku podwójnego podziału. Stąd wynika, 
że wartości Końcowe !) tych ctałek są równe początkowym i że - 


') t.j. po obiegu tórów 4, -B. 
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skąd znowu według (11%, 11*) lub (28*, 28*) otrzymujemy: 


A Bı B 4 


Z, w, + Z, W; =0, t=1,2. 


Inaczej się rzecz przedstawia przy funkcyach Qs i Qx. Funkcye 
te posiadają według powyższej tabelki w swych rozwinięciach w oko- 


A+ By 
licy punktów a,...d wyrazy zawierające logarytmy, a więc np. Q;» 


wzrośnie.z powodu przecięcia się torów 4,, By, w punkcie 


o (—t) (—) (— ri) =— imi 
(+9) (-5) (+2m)=— si 
s (FO (—)) (+ 2m) = — dni 

(— 1) (—:) (— 2mt) = — si 


Ao œe 


Jest więc ostatecznie 


A, Bı By 44 


Q — Qa = +(1—1) ri. 


Podobnie znajdziemy dla funkcyi Qj,: 


w punkcie a różnicę (+1) 4 (— 27i) = — tnt 
n b n (+12) a (+ 2ri) = ri 
PIR S GE BTYT OM =" if 
p d p (—1) 4; (—2m)= m, 
tak iż 
Ay By B, A ES 
21 "554 == — (1 — 4) Żmt. 


Stąd wynikają według (11**) albo (28**) następujące związki 


A Bi Bı A 

Z W + w =+(1+4+ñ) Śri 
4,738, 4, 

Z w +4 Ww —(1—1) Ant. 


Odejmując od siebie te dwie równości, otrzymamy związek : 


By Ai 4d By dy B, By 4 K 
(o w —G w )+ (Z w —4 w, )= + 4mi 
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nie różniący się zasadniczo od związku dwuliniowego między peryo- 
dami całek hypereliptycznych, zwykle używanego. 

Podobne związki moglibyśmy otrzymać także dla innych torów 
powierzchni R, lub X. 


§. 8. 


W poprzedzającym ustępie zajmowaliśmy się związkami dwuli- 
niowymi między peryodami (zupełnymi) całek pierwszego i drugiego 
gatunku; jak widzieliśmy, wyprowadzenie tych związków może przed- 
stawiać wielkie trudności. l 

Zamiast jednak peryodów (zupełnych) możemy wprowadzić do 
rozważania pewne peryody częściowe, dla których wyprowadzenie od- 
powiednich związków dwuliniowych nie przedstawia żadnych trudności. 
Nadto okaże się, że związki te są z małą zmianą identyczne ze związ- 
kami otrzymanymi przez L. Fuchsa (l. e.). 

Jakoż, zauważmy naprzód, że różnica całek drugiego gatunku 
Z (t) i-Z,(Y) jest dla w = e, (e, jest punktem osobliwym) według 
wzoru (27) równa zeru: 


[20 ZEN, = 0. 


Jeżeli więc jako tory całkowania L i A (§. 7.) weźmiemy wią- 
zadła wychodzące z punktów osobliwych e,_,i e,,, i okrążające punkt 
e, to dla takich torów jest owa różnica całek gatunku drugiego także 
równa zeru. Dla krótkości oznaczmy tor e,_, e, e,_, przez Ln zaś tor 
+: © 64. przez A,; 


6. e hs1 


Fig. 4. 


Mamy więc: 


ZO — Z(KJ,=0 i [Z(0 — Z,(t]„=0. 
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Stąd wynika według (11**) lub (28*%*): 
L 4 L A 
QQ = Zw + C 
zaś | (39) 
L A 


A L 
h 
Qu  =—Z"u"-X, 


gdzie C jest stałą. 

Jeżeli Y,, Y, przedstawiają, jak zawsze rozwiązania równania 
różniczkowego, należące do punktu e,, i jeżeli przez Qņ, oznaczymy 
funkcyą Qa utworzoną dla tych właśnie rozwiązań Y;, Ya, to wi- 
doczne jest, że 


L 


LIL A —A L 
(40) Qu” dm Qi” *=0. 
Co się tyczy funkcyi Qis i Qo zauważmy, że tory Z„i A, prze- 
cinają się z sobą w 2 punktach a, b (por. fig. 3, 4). Jeżeli w punkcie 


a mamy wartości Y;, Y, wzgl. Y, Y, i jeżeli na Z, zmienia się z, na A, 


zmienia się Ę, to w punkcie b mamy wartości rozwiązań następujące: 
2 2Trit" manit R nit" 


i 
na fig. 3.: go O DZESKY AGA WANE AŻ IŻ AB PT, 
Ponieważ ł, + 4,” = —1, zatem tak na (fig. 3.). jak też na 
(fig. 4.) iloczyny Y, Y,, Y, Y, mają w punkcie b wartości: 


znir 27% 


4 WYP W PIĘTY: 
Jeżeli więc Y,, Y, są tak dobrane, że 
4 (Y, Yy — Y, Ty) = +1, 
to całka Qaa’ z powodu przecięcia się torów Z, i A, 


w punkcie a (lp) wzrośnie o + (-- 4) 27i, 
zi 
Roba 201 boewcid(= 2", itd. 
a więc całą różnica wynosi ostatecznie 


mao JĄ _kA; Ł 27mir 
(407) .—QA*=+(1—e Fri. 


Podobnie postępując, znajdziemy 


iB A amy 09.7 27i” 
(40) A A_ 6: =—(1—8 ft. 
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Mamy zatem według wzorów (39, 40, 40, 40”) 


odb" ZA FE | L 5 
Ziw+Ż'w=0  i=1,2 

=b/-4 zzdk b zi ? ` 
ŻĄ4* w +- Z” w, = + (1 — 2 PLZ (81) 
BE +. dk T PEP < zenit” a 

Z Wą* + ŻĄ4* wę” = —(1—e Hti 


gdzie całki w i Z są utworzone przy pomocy rozwiązań Y. 
Ogólnie więc, jeżeli y,, ya oznaczają rozwiązania dowolne (ale 
raz stale obrane) i jeżeli 


h 
Y = a® Y, + a”, Y, 


to mamy następujące związki: 


L FN A L (R) (h) 2znit 2ni” 
Zw + Ż4” Ww” = — Oy e e N 
ZM A, AF m (W smi” ARÓW 
2. Wo” -|- Łą* Wz” = — dz, Qa, (2 =e mi 
L A R L 2ni” 27iť 2ni” ; 
Z’ Wy” + a wy = —[-1+e A a aae *—e e (42) 
enit z7ił” 2ni” 


L r A A h 
Zw A > a E e ae a TE a O ku 


Wzory te (42) przedstawiają żądane związki dwu- 
L L 
liniowe między peryodami częściowymi: w, w, Ziz; z! 
całek pierwszego i drugiego gatunku. 
Ze związków (42) bardzo jest już łatwo otrzymać związki Fuchs'a. 


Istotnie zauważmy, że całki: 


Led 2 nus N A IL SEE wzże€ e 
EP n=1 WIA h nh: h 
w =(1—e "jw, E a EE S E 
A, ari” Tir 
+ 


za © e =% 2 = S 
Jwt , w= (1e ")u""*" 


gdzie 


i podobnie 
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Mamy zatem ze wzorów (41) związki: 


Zw „uż w w" -0 = 1,2 
(41) AA AAE E 
SEEEN 


Zeh ra € z $ SH 4 GER | zj 
które są rzeczywiście zgodne ze wzorami Fuchsa, jeżeli zauważy my, 
że w tych ostatnich A zastąpić rozwiązanie V, przez — V>. 
Z tych wzorów (41) można wreszcie otrzymać wzory (42) od- 
powiadające wzorom (42) w ten sam sposób, w jaki SA eny 
wzory (42) ze wzorów (41). 
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